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Este  artículo  trata  la  formulación  uniﬁcada  de  modelos  lineales  para  la  estática  de  piezas  alargadas  y,  en
concreto,  la  clase  de  modelos  que incluyen  desplazamientos  generalizados  adicionales  a los  necesarios
para  deﬁnir  movimientos  de sólido  rígido de  las secciones  transversales.  Estos  modelos,  denominados
modelos  hiperviga  por  los  autores,  se caracterizan  por  el  acoplamiento  entre  variables  estáticas  y cine-
máticas  en las  ecuaciones  de  equilibrio.  En  el artículo  se introducen  los  pseudoesfuerzos, nuevas  variables
estáticas  que  representan  la acción  de  los enlaces  internos  que  controlan  el cambio  de  forma  de  la sección
transvesal.  Asimismo,  se  desarrolla  el  procedimiento  sistemático  para  evaluar  la distribución  de  tensio-
nes sobre  las  secciones  transversales  consistente  con  el modelo  hiperviga,  que aproxima  la distribución
de  tensiones  correspondiente  a la solución  elástica  tridimensional.  La sistemática  de  la formulación  uniﬁ-
cada  y su  potencia  para  la  construcción  de  ecuaciones  y para  la  valoración  de la  inﬂuencia  de  los  distintos
parámetros  que  intervienen  en la  respuesta  quedan  patentes  mediante  su  aplicación  a un problema  que
requiere  la  introducción  de  grados  de  libertad  adicionales  a  los  de  sólido  rígido:  la ﬂexión  alabeada.  Par-
tiendo únicamente  de  la  cinemática  de la  sección  transversal  expresada  en  función  de los desplazamientos
generalizados,  mediante  el  procedimiento  uniﬁcado  propuesto,  se obtienen  las  variables,  los  parámetros
y  las  ecuaciones  que  determinan  la  respuesta,  así  como  las  expresiones  de  las  tensiones  en  la sección
consistentes  con la formulación  empleada.
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This  paper  deals  with  the  uniﬁed  formulation  of linear  models  in  rod  elastostatics  and,  speciﬁcally,  with
the class  of  models  including  generalized  displacements  that  are  additional  to those  deﬁning  rigid  body
motions  of the  cross-sections.  The  main  feature  of  these  models,  named  hyper  beam  models  by the  aut-
hors,  is the  coupling  between  static and kinematic  variables  in the  equilibrium  equations.  New  static
variables  called  pseudo  forces have  been  introduced  to represent  the  action  of the  internal  constraints
which  control  the  deformation  of  the  cross-section.  Using  the  pseudo  forces,  a systematic  procedure
to  evaluate  the model-consistent  stress  distributions  on  cross-sections  –which  is  an approximation  of
the  3D  elastic  solution–  has  been  developed.  The  application  of the  uniﬁed  formulation  to  a problem
requiring  the  introduction  of  non  rigid-body-motional  degrees  of freedom  –warped  bending–  shows  its
ability  to systematically  build  the  equations,  and  to  assess  the inﬂuence  of  the  intervening  parameters.  The
response-deﬁning  variables,  parameters  and  equations,  as  well  as  the expressions  of consistent  stress  dis-
tributions  on the  sections,  are  obtained  by means  of the  proposed  uniﬁed  procedure,  parting  exclusively
from  the cross-sectional  kinem
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. Introducción
La literatura recoge ejemplos diversos de modelos que genera-
izan las teorías clásicas de vigas. Cabe citar los modelos basados
n modos de deformación de la sección transversal propuestos
or Schardt y colaboradores, aplicables a problemas lineales y no
ineales [1–3], o la formulación desarrollada por Carrera, basada
n aproximaciones en serie de McLaurin a los desplazamientos
e la sección transversal [4,5]. Otros planteamientos mediante
proximaciones asintóticas de la energía de deformación [6–8]
onstituyen también herramientas para la generación de modelos
e piezas alargadas.
La formulación uniﬁcada de la teoría de vigas, desarrollada por
l primer autor en [9,10], proporciona un marco alternativo que
ermite expresar de modo abstracto y compacto las variables
ue intervienen en cualquier modelo de pieza alargada, inde-
endientemente de las restricciones cinemáticas que lo deﬁnan,
 deducir sistemáticamente las correspondientes ecuaciones de
ampo mediante principios variacionales. Por ello, puede exten-
erse sin diﬁcultad a problemas no lineales [11] y constituye el
arco idóneo para desarrollar los modelos hiperviga. El concepto
iperviga fue introducido por los autores [12,13] para describir la
lase de modelos lineales de piezas alargadas que incluyen despla-
amientos generalizados adicionales a los necesarios para describir
ovimientos de sólido rígido (de pequen˜a magnitud) de las sec-
iones transversales. Los modelos hiperviga se caracterizan por el
coplamiento entre variables estáticas y cinemáticas presente en
as ecuaciones de equilibrio, aun en su formulación lineal. En otras
alabras, no es posible expresar las ecuaciones de equilibrio de la
structura en función, únicamente, de los esfuerzos y las cargas
xteriores; en este caso también aparecen los desplazamientos. La
lección del término hiperviga se justiﬁca precisamente por ser este
coplamiento una forma de hiperestatismo local en las ecuaciones
e equilibrio.
El objetivo de este artículo es concluir el desarrollo teórico del
odelo hiperviga [13], analizando con mayor detalle la vertiente
stática para obtener sistemáticamente las tensiones consisten-
es con la formulación empleada, así como mostrar, a través de
n ejemplo completo, cómo opera la teoría en su totalidad, desde
a formulación del modelo hasta la predicción de la respuesta del
ólido. La potencia de la formulación para la construcción de las
cuaciones y para la valoración de la inﬂuencia de los diferentes
arámetros en la respuesta de la pieza alargada queda patente en su
plicación a un problema seleccionado: el problema de ﬂexión ala-
eada, que representa una formulación de la teoría de vigas capaz
e proporcionar una distribución coherente de tensiones tangen-
iales obtenida en el marco de la propia teoría, sin necesidad de
artir de razonamientos basados en condiciones de equilibrio. Se
asa en relajar las exigencias de la teoría de Timoshenko, prescin-
iendo de la planeidad de la sección, mediante un planteamiento
imilar al que Reddy utiliza en el desarrollo de la teoría de placas
14] o en el desarrollo de un elemento ﬁnito de viga de orden supe-
ior [15], que se origina en referencias previas de Levinson et al.
16,17] y Bickford [18]. Los resultados obtenidos para las expre-
iones de las tensiones incorporando la noción de hiperestatismo
ocal y el concepto de pseudoesfuerzo proporcionan una nueva
nterpretación de las soluciones clásicas que permite diferenciar
a fracción de las tensiones debida a los esfuerzos y la debida a los
seudoesfuerzos fruto del hiperestatismo local.
El trabajo se organiza del siguiente modo: en la sección 2 se
evisa el concepto de hiperviga y su conexión directa con la idea
e hiperestatismo local en el modelo unidimensional (1D); en la
ección 3 se introduce la deﬁnición de pseudoesfuerzo como tér-
ino presente en la ecuación de equilibrio que reproduce la acción
e las coacciones internas (en el sentido variacional [19]) asocia-
as a esta indeterminación local; en la sección 4, la introducción. cálc. diseño ing. 2015;31(2):71–80
de los pseudoesfuerzos motiva la descomposición de las tensiones
totales sobre los puntos de la sección en suma de tensiones prima-
rias y tensiones complementarias; estas últimas, exclusivamente
debidas al hiperestatismo local, constituyen una distribución auto-
equilibrada. Con el ﬁn de mostrar cómo opera el modelo en todas
sus vertientes, en la sección 5 se desarrolla la aplicación indicada
incluyendo las expresiones de las variables asociadas a la formu-
lación y las soluciones correspondientes a 3 casos con diferentes
condiciones de contorno. En la sección 6 se exponen las conclusio-
nes del artículo. Por último, en el anexo se incluye la recopilación
de resultados de la formulación uniﬁcada aplicada a los modelos
hiperviga para que el lector interesado pueda seguir el desarrollo
del artículo sin necesidad de recurrir a las referencias citadas [9,13].
2. Hiperestatismo local en los modelos hiperviga
El concepto de hiperviga fue introducido por los autores [12,13]
al estudiar la naturaleza de las ecuaciones de equilibrio del modelo
1D y concretamente al analizar sus condiciones de desacopla-
miento. La hiperviga hace referencia a la clase de modelos lineales
de piezas alargadas que incluyen desplazamientos generalizados
adicionales a los necesarios para describir movimientos de sólido
rígido (de pequen˜a magnitud) de las secciones transversales. Una
lectura más  profunda del problema proporciona un interesante
punto de vista alternativo. Para presentarlo recordamos la forma
genérica que adoptan las ecuaciones de equilibrio en un modelo
hiperviga (78) [13, ec. 24b]:
f′ = D̂00u + Hf − Q (1)
en la que f y u son los vectores que agrupan esfuerzos y desplaza-
mientos generalizados, respectivamente; Q es el vector de fuerzas
generalizadas (cargas exteriores distribuidas consistentes con los
desplazamientos generalizados); H es la matriz de equilibrio local
(72); y D̂00 es la matriz que determina el acoplamiento entre las
variables estáticas y cinemáticas (74). Si la matriz de acoplamiento
se anula (como sucede en el modelo de viga estándar, con 3 grados
de libertad en desplazamientos y 3 en rotaciones), el equilibrio
proporciona un sistema de n ecuaciones diferenciales en las n
componentes de los esfuerzos generalizados que son directamente
integrables:
f′ = Hf − Q (2)
En este caso, la solución general para los esfuerzos no depende
de las características mecánicas del modelo –determinadas por los
operadores Drs deﬁnidos mediante las ecuaciones (70)– sino tan
solo de las condiciones de equilibrio interno (a través de la matriz
H). Ambas propiedades (independencia de las características mecá-
nicas y dependencia de las condiciones de equilibrio) se asocian
tradicionalmente a los problemas isostáticos, aunque es necesario
incidir en que el isostatismo tiene carácter local en este contexto.
Los esfuerzos adoptan, entonces, la siguiente expresión:
f(s) = G(s) f0 − G(s)
∫ s
t=0
G−1(t) Q(t) dt (3)
con
G(s) = exp (
∫ s
t=0
H(t) dt)  (4)
En el caso en que H sea de coeﬁcientes constantes, la expresión
se reduce a: ∫ s
f(s) = exp(s H) f0 −
t=0
exp((s − t)H) Q(t) dt (5)
Ambas expresiones son independientes de la posible varia-
ción de sección transversal. Solo si las condiciones globales de
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ustentación de la viga son hiperestáticas (hiperestatismo externo),
ntervienen las ecuaciones constitutivas generalizadas en la deter-
inación de las constantes de integración (vector de esfuerzos en
a sección inicial de la pieza, f0), a través del operador D11.
En el otro extremo tenemos el caso del equilibrio indeterminado
 acoplado (D̂00 /= 0). Este razonamiento muestra que los modelos
iperviga son localmente hiperestáticos, mientras que el modelo
e viga estándar (en lo sucesivo MVE) es localmente isostático.
. Los pseudoesfuerzos en el equilibrio local
Como acabamos de ver, en el MVE  el equilibrio local es isostático
n el sentido estricto (los esfuerzos son directamente integrables a
artir de las ecuaciones de equilibrio). Sin embargo, en los modelos
iperviga la matriz de acoplamiento no se anula y la forma canó-
ica de las ecuaciones del modelo 1D viene dada por (1). En ella
e puede comprobar que el sumando D̂00u tiene carácter estático
a que sus dimensiones deben corresponder a las de un vector de
uerzas generalizadas. Introducimos la denominación de pseudoes-
uerzos para referirnos a las componentes del vector determinado
or este término, que denotaremos f̂. Los pseudo-esfuerzos tie-
en, pues, las siguientes deﬁniciones alternativas, constitutiva y
stática, respectivamente:
 = D̂00u (6a)
 = f′ + Q − Hf (6b)
Los pseudoesfuerzos son consecuencia de la introducción en la
ipótesis cinemática de grados de libertad que describen cambios
e forma de la sección, adicionales a los que describen movimientos
e sólido rígido. La ecuación (6a) determina una relación elástica
ntre los pseudoesfuerzos y dichos grados de libertad adicionales,
 través de la matriz de acoplamiento. Por tanto, se puede aﬁrmar
ue los pseudoesfuerzos recogen la acción de los enlaces internos
19] que controlan el cambio de forma de la sección transversal. En
l modelo viga estándar, como los movimientos de la sección trans-
ersal son exclusivamente de sólido rígido, todas las componentes
e los pseudoesfuerzos se anulan, mientras que en los modelos
iperviga, debido al equilibrio vectorial local de la pieza, solo lo
acen las componentes de f̂ consistentes con las seis componentes
el movimiento de sólido rígido de la sección transversal comunes
on el MVE.
. Evaluación de tensiones en modelos hiperviga
El vector de tensiones s* que predice el modelo 1D se deduce
irectamente de la matriz constitutiva C del só lido y de las defor-
aciones e* que nos proporciona la formulación uniﬁcada, y puede
xpresarse en función de los desplazamientos generalizados y sus
erivadas por medio de las matrices de deformación B0 y B1 (67):
∗ = C e∗ = C (B0u + B1u′) (7)
Si ahora introducimos las deformaciones generalizadas e(s) con-
istentes con la hipótesis cinemática (71):
 = HTu + u′ (8)legamos a una nueva fórmula que solo depende de las variables
inemáticas del modelo, u y e:
∗ = C (B̂0u + B1e) con B̂0 = B0 − B1HT (9). cálc. diseño ing. 2015;31(2):71–80 73
Teniendo en cuenta que la relación entre deformaciones gene-
ralizadas y esfuerzos es (75) e = D−111 f, las tensiones se pueden
expresar del siguiente modo:
s∗ =
[
C B̂0 C B1S11
]{u
f
}
con S11 = D−111 (10)
A continuación vamos a demostrar que la matriz B̂0 se anula en
el modelo de viga estándar. Para ello analizaremos la composición
de las matrices de deformación correspondientes, determinadas en
la sección 5 de la referencia [13]:
B0 = E1(h0 − h ̂0) B1 = E1 h (11)
con
h0 =
[
00
]
̂0 =
[
0 0
0 0
]
(12)
0 =
⎡⎣ 0 0 00 0 −1
0 1 0
⎤⎦ 0 =
⎡⎣ 0  0− 0 
0 − 0
⎤⎦ (13)
En este caso particular (el modelo de viga estándar) la matriz de
la hipótesis cinemática y la matriz de equilibrio tienen la composi-
ción siguiente:
h =
[
1 
]
H =
[
0 0
T0 0
]
,  =
⎡⎣ 0 z −y−z 0 0
y 0 0
⎤⎦ (14)
Operando y simpliﬁcando, se comprueba que en el MVE el ope-
rador B̂0 se cancela:
B0 = B0 − B1HT = E1 (h0 − h (̂0 + HT )) = 0 (15)
Este resultado permite conﬁrmar que las tensiones en la viga
estándar son función lineal de los esfuerzos característicos del
modelo:
s∗ = 1f con 1 = C B1S11 (16)
En lo sucesivo, el operador B̂0 se denominará matriz de deforma-
ciones complementarias.
Retornando a los modelos hiperviga, podemos aﬁrmar que, con
carácter general, una parte de las tensiones, que denominaremos
tensiones primarias, hereda la propiedad que caracteriza el MVE
(s∗1 = 1f), mientras que la parte complementaria resulta propor-
cional a los desplazamientos generalizados u(s):
s∗0 = C B̂0 u (17)
Esta parte de las tensiones es, a su vez, proporcional a los pseu-
doesfuerzos f̂(s). Es decir que s∗0 también admite una formulación
estática del tipo:
s∗0 = ̂0 f̂ con ̂0 = C B̂0 Ŝ00 (18)
donde el operador Ŝ00 se obtiene invirtiendo la relación (6a),
mediante el siguiente algoritmo:
1. Se ordena D̂00 agrupando en u(s) los desplazamientos del MVE,
por un lado, y los desplazamientos adicionales, característicos
del modelo general, por otro.
2. Se invierte el bloque de D̂00 correspondiente a estos últimos (los
otros 3 bloques de esta matriz son nulos debido a las propiedades
del equilibrio del MVE  y a su simetría intrínseca).3. Se amplía la matriz resultante, de dimensión (n − 6) × (n − 6) en
el caso general, hasta n × n mediante ﬁlas y columnas de ceros
en las posiciones de los seis desplazamientos generalizados de
la viga estándar.
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Por último, vamos a demostrar que la tensiones s∗0 inducidas
or el hiperestatismo local del modelo poseen una distribución
utoequilibrada sobre la sección transversal de la pieza. Para ello
artiremos de la deﬁnición estática de los esfuerzos generalizados
76):
 =
∫
A
hT t∗ dA =
∫
A
BT1 s
∗  dA (19)
e acuerdo con los resultados de la teoría general. Introduciendo la
escomposición s∗ = s∗0 + s∗1 del vector de tensiones resulta:
 =
∫
A
BT1 s
∗
0  dA + (
∫
A
BT1 1  dA)  f (20)
Recurriendo ahora a la deﬁnición del operador 1 (16) y
eniendo en cuenta que D11 =
∫
A
BT1 C B1  dA (70), así como la
eﬁnición de S11(10), el cofactor de los esfuerzos en el segundo
iembro de la ecuación anterior resulta ser la unidad, por lo que
l primer sumando del mismo  ha de ser nulo. Esto demuestra el
arácter autoequilibrado de s∗0:
A
BT1 s
∗
0  dA = 0 (21)
Como conclusión resumimos cómo queda caracterizada la está-
ica en los modelos hiperviga. Los esfuerzos generalizados f(s) son
as variables estáticas propias del modelo 1D, y tienen la siguiente
eﬁnición constitutiva (75) y estática (76):
 = D11 e =
∫
A
BT1 s
∗  dA (22)
on D11 =
∫
A
BT1C B1  dA
Su equilibrio local, determinado por la ecuación (1):
′ = f̂ + H f − Q
equiere la toma en consideración de unos pseudoesfuerzos deﬁni-
os por:
 = D̂00 u =
∫
A
B̂
T
0 s
∗  dA, (23)
on D̂00 =
∫
A
B̂
T
0C B̂0  dA
Las fórmulas propuestas para la matriz de acoplamiento y para
os pseudoesfuerzos, basadas ambas en el operador B̂0, son de sen-
illa deducción y permiten establecer un paralelismo formal directo
on las deﬁniciones de los esfuerzos del modelo. Finalmente las
ensiones previstas por el modelo admiten la descomposición:
∗ = s∗0 + s∗1 (24)
onde
∗
0 = ̂0 f̂ ̂0 = C B̂0 Ŝ00 (25a)
∗
1 = 1 f 1 = C B1 S11 (25b)
roporcionan las tensiones complementarias, debidas exclusiva-
ente al hiperestatismo local, de distribución autoequilibrada y
roporcionales a los pseudoesfuerzos, y las tensiones primarias,
irectamente inducidas por los esfuerzos generalizados e indepen-
ientes de dicho hiperestatismo.. cálc. diseño ing. 2015;31(2):71–80
5. Aplicación a la ﬂexión alabeada
El modelo que se construye en esta sección reproduce la res-
puesta de ﬂexión de la viga en un plano, asumiendo que la sección
transversal, además de moverse como sólido rígido, se deforma per-
diendo la planeidad según un patrón determinado por una función
que denotamos f(y, z). Con ello se pretende que la hipótesis cine-
mática reﬂeje razonablemente los efectos tanto de las tensiones
normales como de las tangenciales. Este modelo incluye un grado
de libertad (desplazamiento generalizado) adicional a los clásicos
de la ﬂexión (traslación y giro).
5.1. Hipótesis fundamental
La hipótesis fundamental d*(x, y, z) = h(y, z) u(x) se formula del
siguiente modo:⎧⎪⎨⎪⎩
u∗
v∗
w∗
⎫⎪⎬⎪⎭ =
⎡⎣ 0 z f (y, z)0 0 0
1 0 0
⎤⎦⎧⎨⎩
w(x)
y(x)
f (x)
⎫⎬⎭ (26)
Las variables w(x) y y(x) son el desplazamiento y el giro de la
normal a la sección transversal por el centroide, características del
problema clásico de ﬂexión. El desplazamiento generalizado f(x)
es la intensidad de alabeo de la sección y f(y, z) es el patrón de ala-
beo o alabeo unitario de la misma. Por analogía con la estructura
del desplazamiento horizontal producido por el giro de la sección,
supondremos que f(x) es adimensional. Finalmente, la caracteri-
zación de la función que describe el alabeo unitario se trata en la
sección 5.11.
5.2. Deﬁnición estática de los esfuerzos consistentes
La deﬁnición estática (76) que proporciona la teoría uniﬁcada
por medio de la matriz cinemática es:
f =
∫
A
hT t∗ dA =
∫
A
⎡⎣ 0 0 1z 0 0
f (y, z) 0 0
⎤⎦
⎧⎪⎨⎪⎩
∗x
∗xy
∗xz
⎫⎪⎬⎪⎭ dA =
⎧⎪⎨⎪⎩
Qz
My
Mf
⎫⎪⎬⎪⎭
que conduce a la deﬁnición convencional del esfuerzo cortante y el
momento ﬂector:
Qz =
∫
A
∗xz dA My =
∫
A
z ∗x dA (27)
y un nuevo esfuerzo con dimensiones de momento, que denomi-
naremos momento de alabeo:
Mf =
∫
A
f (y, z) ∗x dA (28)
5.3. Matrices de deformación
En la viga recta se pueden evaluar directamente las deformacio-
nes del sólido, que son:
∗x =
∂u∗
∂x
= z ′y + f ′f (29a)
∗ ∂u∗ ∂v∗ ∂f	xy = ∂y + ∂x = ∂y f (29b)
	∗xz =
∂u∗
∂z
+ ∂w
∗
∂x
= w′ + y + ∂f
∂z
f (29c)
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Factorizando en los desplazamientos generalizados y sus deri-
adas (67) se obtienen las matrices de deformación:
0 =
⎡⎣ 0 0 00 0 ∂f/∂y
0 1 ∂f/∂z
⎤⎦ B1 =
⎡⎣ 0 z f0 0 0
1 0 0
⎤⎦ (30)
.4. Rigideces locales
El siguiente paso es la evaluación de las matrices de rigidez local
70) integrando las matrices de deformación:
rs =
∫
A
BTr C Bs  dA r ∈ {0, 1} (31)
En el ejemplo considerado restringimos la matriz constitutiva
e modo que relaciona únicamente el alargamiento unitario ∗x y
as distorsiones 	∗xy y 	∗xz con la tensión normal y la tangencial:
 =
⎡⎣ E 0 00 G 0
0 0 G
⎤⎦ (32)
Las rigideces locales resultan:
00 =
⎡⎣ 0 0 00 GA −GSf
0 −GSf GWf
⎤⎦ (33a)
01 =
⎡⎣ 0 0 0GA 0 0
−GSf 0 0
⎤⎦ = DT01 (33b)
11 =
⎡⎣GA 0 00 EIy −EIyf
0 −EIyf EIf
⎤⎦ (33c)
 quedan deﬁnidas a partir del área (A), el momento de inercia
Iy) y los parámetros geométricos de la sección especíﬁcos de este
odelo1, que son el área de cortante de alabeo (Sf), el área de pseudo-
ortante (Wf), el módulo de alabeo (If) y el producto de alabeo (Iyf):
Sf = −
∫
A
∂f
∂z
dA Wf =
∫
A
((
∂f
∂y
)
2
+ ( ∂f
∂z
)
2
) dA
If =
∫
A
f 2 dA Iyf = −
∫
A
zf dA
(34)
.5. Matrices de equilibrio local y de acoplamiento
La matriz de equilibrio local (72) es:
 = D01 D−111 =
⎡⎢⎣ 0 0 01 0 0
−Sf
A
0 0
⎤⎥⎦ (35)
Y la matriz de acoplamiento (74):
00 = D00 − D01 D−111 D10 =
⎡⎣ 0 0 00 0 0
0 0 
 GWf
⎤⎦ (36)
S 2onde 
 = 1 − f
AWf
(37)
1 La comparación de las ecuaciones constitutivas del modelo con las correspon-
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5.6. Deformaciones generalizadas y esfuerzos
El vector e = {	 y f}T, que agrupa las deformaciones generali-
zadas, se obtiene mediante (71):
e = HTu + u′ (38)
y sus componentes son la distorsión 	 , el cambio unitario de orienta-
ción y y el cambio unitario de intensidad de alabeo f, que quedan
determinados por:
	 = y + w′ −
Sf
A
f , y = ′y, f = ′f (39)
A su vez, la distorsión puede descomponerse en la asociada al
modelo de Timoshenko, 	z, más  la asociada al alabeo de la sección,
	 f, deﬁnidas por:
	z = y + w′, 	f = −
Sf
A
f (40)
El vector de esfuerzos f = {Qz My Mf}T tiene la siguiente deﬁni-
ción constitutiva (75):
f = D11e (41)
que desarrollada en componentes conduce a:
Qz = GA (	z + 	f ) = GA(y + w′) − GSf f (42a)
My = EIy y − EIyf f = EIy ′y − EIyf ′f (42b)
Mf = −EIyf y + EIf f = −EIyf ′y + EIf ′f (42c)
La primera ecuación muestra que el mecanismo resistente del
esfuerzo cortante tiene 2 partes: el cortante de Timoshenko GA(y +
w′), que depende de la distorsión 	z asociada al modelo de Timos-
henko, y el cortante de alabeo −GSf f, que depende de la intensidad
de alabeo. La segunda y la tercera ecuación exhiben el acoplamiento
existente entre ﬂexión estándar y ﬂexión alabeada.
La densidad de energía potencial expresada en función de las
deformaciones generalizadas (73) es:
L = 1
2
(uT D̂00u + eTD11e) − uTQ
= 1
2
(GA 	2z + 2GA 	z	f +
GA
1 − 
 	
2
f
+EIy 2y − 2EIyf yf + EIf 2f )
−(w qz + y my + f mf )
(43)
En el primer bloque se identiﬁca la densidad de energía de
deformación por cortante clásica (de Timoshenko), la debida a la
distorsión por alabeo, y el término de acoplamiento entre ellas.
El segundo bloque contiene la densidad de energía de deforma-
ción por ﬂexión, la debida al cambio en la intensidad de alabeo y el
término de acoplamiento correspondiente. El último bloque corres-
ponde al potencial de las cargas exteriores, con Q = { qz my mf}T, en
el que interviene la carga en la dirección z por unidad de longitud,
el momento exterior de eje y por unidad de longitud, y las fuerzas
generalizadas asociadas al alabeo mf, de interpretación física no tan
evidente.
5.7. Ecuaciones del problema y solución generalLos términos que intervienen en el sistema de ecuaciones
E′ = WE  − F que gobierna el problema —veáse (78)— son: el vec-
tor estado E = { w y f Qz My Mf }T , el término independiente que
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Tabla 1
Operadores fundamental y de transferencia de una viga recta de sección constante
˚(x) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 x x2 x3
1
K
(
Sf
A
− 
)
exp(Kx)
1
K
(
 − Sf
A
)
exp(−Kx)
0  −1 −2x 6EIy

 GA
(

Sf
Wf
− 1
)
− 3x2  exp(Kx)  exp(−Kx)
0 0 0
6EIy

 GWf
(
 − Sf
A
)
exp(Kx) exp(−Kx)
0  0 0 −6EIy 0 0
0  0 −2EIy −6EIy x 0 0
0  0 2EIyf 6EIyf x (1 − )EIf K exp(Kx) −(1 − )EIf K exp(−Kx)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Guu =
[
1 −L L

(
   + senh( )
)
0 1 (cosh( ) − 1)
0 0 cosh( )
]
Gfu =
[
0 0 0
0 0 0
0 0


(1 − ) EIy
L
senh( )
]
Gff =
[
1 L − L

(
   + senh( )
)
0 1 (cosh( ) − 1)
0 0 cosh( )
]T
Guf =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
L3
12EIy

(
 ˛ − 22
)
+ 2 L
3
3

(
 − senh( )
)
(1 − )EIy
− L
2
2EIy
2 − 
L2
(
1 − cosh()
)
(1 − )EIy2
− L
2
2

(
1 − cosh()
)
(1 − )EIy
L2
2EIy
2 + 
L2
(
1 − cosh()
)
(1 − )EIy2
L
EIy
 + L

senh()
(1 − )EIy
Lsenh()
(1 − )EIy( )
⎤⎥⎥⎥⎥⎥
r
o
W
w


Q
M
M
d
d
|
d
p
2
p
f
v
G
l
̂⎣

L2 1 − cosh()
(1 − )EIy2
L

senh()
(1 − )EIy
epresenta las acciones exteriores F = { 0 Q}T = { 0 00 qz my mf}T y el
perador W dado por:
 =
[
−HT D−111
D̂00 H
]
(44)
Desarrollando las ecuaciones resulta:
′ = −y +
Sf
A
f +
1
GA
Qz (45a)
′
y =
1
(1 − )EIy My +

(1 − )EIyf
Mf (45b)
′
f =

(1 − )EIyf
My + 1(1 − )EIf
Mf (45c)
′
z = −qz (45d)
′
y = Qz − my (45e)
′
f = 
 GWf f −
Sf
A
Qz − mf (45f)
onde  = Iyf
If
,  = Iyf
Iy
En piezas de sección constante, los autovalores de W se obtienen
e la ecuación característica:
W − K I| = K4
(
K2 − GWf
EIf
)
= 0 (46)
onde  = 

1 −   (47)
Al autovalor K = 0 (de orden 4) le corresponden 4 soluciones
olinómicas, y los autovalores K = ±
√

GWf
EIf
llevan asociadas
 soluciones trascendentes. Las soluciones linealmente inde-
endientes del problema homogéneo deﬁnen un operador
undamental ˚(x). El operador fundamental del problema de
alores iniciales G(x) se obtiene a partir del anterior (81):(x) = ˚(x) ˚(0)−1 (48)
Las expresiones de los operadores ˚(x) y G(x), en función de
a coordenada adimensional  = x/L ∈ {0, 1} y de la esbeltez delL

senh()
(1 − )EIy
⎦
problema de ﬂexión alabeada  = KL,  ﬁguran en la tabla 1. En ella
se ha introducido la siguiente constante adimensional auxiliar:
 = Sf /A −  (49)
5.8. Pseudoesfuerzos
La deﬁnición constitutiva de los pseudoesfuerzos (6a) conduce
al siguiente resultado:
f = D̂00u =
{
0 0 
 GWf f
}T
(50)
Por otra parte, su deﬁnición estática (6b) determina:
f̂ = f′ + Q − Hf
=
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Q ′z + qz
M′y + my − Qz
M′
f
+ mf +
Sf
A
Qz
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0
0
M′
f
+ mf +
Sf
A
Qz
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭
(51)
Las 2 primeras componentes son nulas en virtud de las ecua-
ciones de equilibrio de esfuerzos cortantes y momentos ﬂectores.
Introducimos por tanto un único pseudoesfuerzo, que denomina-
mos  pseudocortante y denotamos Q̂ , dado por:
Q̂ = 
 GWf f (def. constitutiva) (52a)
Q̂ = M′f + mf +
Sf
A
Qz (def. estática) (52b)
5.9. Aplicación a la viga recta
La solución del problema de una viga recta de sección cons-
tante sometida a una carga transversal puntual se expresa mediante
las fórmulas (84), teniendo en cuenta que FM = {0 0 0 F 0 0}T, del
siguiente modo:
E() = G() E0 si  =
x
L
<  (53a)E() = G() E0 − F G4( − ) si  >  (53b)
donde E0 = E(0), F es la magnitud de la carga puntual perpendicu-
lar a la directriz que actúa en  = , y G4 es la cuarta columna del
operador G.
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Figura 2. Pseudocortantes para  = 0,2,  = 4,2 y distintos valores de la esbeltez .
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ieza simplemente apoyada.
Para cualquier tipo de sustentación, las condiciones de contorno
eterminan 3 componentes del vector estado en el extremo dor-
al, E0, y 3 componentes del mismo  en el extremo frontal, E(1).
ustituyéndolas en (53b), se extrae de esta relación un sistema de
 ecuaciones con 3 incógnitas que permite determinar los términos
esconocidos de E0.
Procediendo de este modo resolveremos a continuación el pro-
lema para 3 tipos diferentes de sustentación: viga biapoyada
A-A), ménsula (E-L) y viga biempotrada (E-E). En el primer caso
l desplazamiento w está coaccionado, y tanto los momentos ﬂec-
ores como los momentos de alabeo son nulos en las secciones
xtremas de la pieza. En el segundo, los desplazamientos son nulos
n el origen y desconocidos en el extremo ﬁnal de la ménsula,
ientras los esfuerzos siguen el patrón opuesto. En la viga biem-
otrada los 3 desplazamientos generalizados están coaccionados y
os esfuerzos son desconocidos en ambas secciones extremas. Ello
etermina los siguientes vectores estado en el extremo inicial de
a pieza:
 − A : E0 =
{
0 y0 f 0 Qz0 0 0
}T
(54a)
 − L : E0 =
{
0 0 0 Qz0 My0 Mf 0
}T
(54b)
 − E : E0 =
{
0 0 0 Qz0 My0 Mf 0
}T
(54c)
A partir de estos valores, y operando como se ha descrito arriba,
e obtiene en cada caso el vector estado en el extremo inicial de
a viga. Luego, mediante (53), se determina la solución del pro-
lema y, por último, sustituyendo la intensidad de alabeo en (52a),
e determina el correspondientes pseudocortante. El ejemplo se ha
rocesado con Mathematica®5.0. A continuación se representan,
ara  = 1/3 y sección rectangular ( = 1/5 y  = 21/5), las leyes de
seudo-cortantes correspondientes a la viga biarticulada (ﬁg. 1), la
énsula (ﬁg. 2) y la viga biempotrada (ﬁg. 3).
.10. Retorno al sólido tridimensional
Por lo que se reﬁere a la cinemática, la propia hipótesis funda-
ental —ecuación (26)— constituye la herramienta para estimar
os movimientos espaciales u*, v∗ y w∗ de los puntos materiales de
a viga. Sin embargo, tal y como se ha mostrado en la sección 4, la
stática es más  compleja y requiere la evaluación de expresiones
specíﬁcas.
Procediendo de acuerdo con el esquema trazado, las tensiones
rimarias, proporcionales a los esfuerzos f(x), se deducen de la
̂Figura 3. Pseudocortantes para  = 0,2,  = 4,2 y distintos valores de la esbeltez .
Pieza biempotrada.
expresión (25b), s∗1 = C B1 S11 f, con la matriz de deformaciones B1
dada por (30) y S11 = D−111 y resultan:⎧⎪⎨⎪⎩
∗x1
∗xy1
∗xz1
⎫⎪⎬⎪⎭ =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1
1 −  
(
(z + f )My
Iy
+ (f + z)Mf
If
)
0
Qz
A
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (55)
Por otro lado, las tensiones complementarias varían con los
pseudoesfuerzos y se obtienen por medio de la ecuación (25a),
s∗0 = C B̂0 Ŝ00 f̂, como:⎧⎪⎨⎪⎩
∗x0
∗xy0
∗xz0
⎫⎪⎬⎪⎭ = Q̂
 Wf
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0
∂f
∂y
∂f
∂z
+ Sf
A
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ (56)
donde la matriz de deformaciones complementarias deﬁnida en (9)
adopta ahora el valor:⎡⎢ 0 0 0∂f ⎤⎥
B0 = B0 − B1H = ⎢⎣ ∂y
0 0
∂f
∂z
+ Sf
A
⎥⎦ (57)
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 la matriz Ŝ00, obtenida mediante el algoritmo descrito en la sec-
ión 4, resulta:
00 =
⎡⎣ 0 0 00 0 0
0 0 1/
GWf
⎤⎦ (58)
Las tensiones tangenciales complementarias, ecuación (56), son
a fracción autoequilibrada de las tensiones tangenciales.
En resumen, las tensiones totales admiten la siguiente formula-
ión, en función de esfuerzos y pseudoesfuerzos:
∗
x =
1
 
(
(z + f )My
Iy
+ (f + z)Mf
If
)
(59a)
∗
xy =
∂f
∂y
Q̂

 Wf
(59b)
∗
xz =
Qz
A
+
(
∂f
∂z
+ Sf
A
)
Q̂

 Wf
(59c)
.11. Patrón de alabeo
La determinación del alabeo unitario requiere la consideración
e las condiciones de contorno estáticas en la sección transversal. Es
osible adoptar el patrón de alabeo deﬁnido por la solución elástica
el problema de la ménsula cargada en la punta [20, pág. 188],
21, pág. 209], que proporciona un resultado aﬁnado a costa de un
álculo laborioso. Una opción más  sencilla es emplear la expresión
 () = a h (  − m)3, donde m es la ordenada normalizada del punto
edio del canto, que conduce a las distribuciones tensionales que
redice la teoría de vigas en secciones simétricas sencillas.
En el caso particular de una viga de sección rectangular, pode-
os  adoptar el siguiente patrón de alabeo:
 () = a h 3 con  = z/h (60)
onde a es una constante por determinar a partir de las condiciones
e contorno exigibles a la distribución de tensiones tangenciales,
∗
xz |=±1/2 = 0.
Las constantes estáticas relevantes para la determinación de
stas tensiones, expresadas en función de la constante a y del área
e la sección A, resultan:
f = −
a
4
A Wf =
9
80
a2A 
 = 4
9
(61)
 llevadas a (59c) proporcionan:
∗
xz |=±1/2 =
1
A
(
Qz + 5a (12 
2 − 1) Q̂
)
=±1/2
= 0 (62)
Considerando ahora una pieza en ménsula con la carga en el
xtremo, como es habitual en las veriﬁcaciones relativas a tensio-
es tangenciales en vigas, y empleando la solución hallada en la
ección 5.9 (con  = 1) se obtiene el diagrama de pseudocortantes
e la ﬁgura 4.
Se observa que, para x/L > 0,1 y esbelteces  ≥ 15 (correspon-
ientes a una relación h/L > 1/5) se cumple Q̂/P  2/15. Teniendo
n cuenta este dato, junto con el valor del cortante Qz/P = 1, y sus-
ituyendo en (62), se obtiene que a = − 43 , con lo que el patrón de
labeo resulta:
 () = −4
3
h 3 (63) la distribución de tensiones tiene la expresión habitual en teoría
e vigas:
∗
xz =
3
2
P
A
(
1 − 4 2
)
(64)Figura 5. Patrón de alabeo, cinemática y distribución de tensiones tangenciales
asociada al problema de ﬂexión alabeada.
válida en este caso para x/L > 0,1. El patrón de alabeo, la cinemá-
tica de la sección y la distribución de tensiones se muestran en la
ﬁgura 5.
6. Conclusiones
El presente trabajo supone los siguientes avances en la cons-
trucción y la comprensión de la teoría general de modelos 1D:
1. El concepto de hiperestatismo local, que caracteriza los mode-
los hiperviga, hace referencia al acoplamiento entre esfuerzos
y desplazamientos generalizados presente en las ecuaciones de
equilibrio del problema, que impide la integración directa de los
esfuerzos a partir de estas ecuaciones, aun en el caso de piezas
externamente isostáticas.
2. Esta idea ha conducido a la introducción de unas nuevas varia-
bles estáticas denominadas pseudo esfuerzos que posibilitan una
nueva interpretación del acoplamiento presente en los modelos
hiperviga: los pseudoesfuerzos son consecuencia de la acción
de los enlaces internos que controlan el cambio de forma de la
sección transversal.
3. Se ha mostrado cómo, en el caso general, las tensiones que pre-
dice el modelo hiperviga se dividen en 2 partes: las tensiones
primarias, directamente proporcionales a los esfuerzos gene-
ralizados, y unas tensiones complementarias exclusivamente
originadas por el hiperestatismo local y proporcionales a los
pseudoesfuerzos. Estas últimas poseen una distribución auto-
equilibrada sobre la sección transversal de la pieza.
4. El modelo de viga estándar es localmente isostático ya que
el problema estático está desacoplado del cinemático. En
él, los pseudoesfuerzos y las tensiones complementarias son
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idénticamente nulos, resultando por lo tanto que estos descrip-
tores son propios del modelo hiperviga.
. Las distribuciones de tensiones obtenidas son resultados teóri-
cos consistentes con la hipótesis cinemática escogida. Por tanto,
deben considerarse meras aproximaciones a la solución que se
obtendría mediante la elasticidad tridimensional, tanto más  pre-
cisas cuanto más  elaborada sea la hipótesis cinemática.
. Las tensiones complementarias son función del patrón gené-
rico de alabeo, que interviene como un dato en la formulación
uniﬁcada. En general, este se obtiene mediante condiciones de
carácter estático, como se ha mostrado en el caso de la ﬂexión
alabeada.
. Adicionalmente, el carácter sistemático de la formulación
permite programar mediante software de cálculo simbólico
las soluciones de los problemas homogéneos que determinan
las funciones de forma naturales consistentes con el modelo
cinemático adoptado.
nexo. Resultados principales de la aplicación de la
ormulación uniﬁcada a la teoría de vigas
La formulación uniﬁcada permite la deduccón sistemática de las
cuaciones que gobiernan los problemas de vigas de directriz recta
 curva (y también de los problemas de placas y láminas) partiendo
nicamente de una hipótesis fundamental acerca de la cinemática
ue gobierna el modelo que se desea desarrollar. En este anexo
ncluimos las expresiones correspondientes a la viga de directriz
urva contenida en un plano. Otros casos más  generales pueden
onsultarse en [9–11,13].
En problemas lineales, la hipótesis cinemática permite expre-
ar los desplazamientos de los puntos materiales del sólido como
roducto de una matriz h cuyas componentes son funciones de las
oordenadas y, z de la sección por un vector u que agrupa los des-
lazamientos generalizados, que son solo funciones de la posición
 de la sección sobre la directriz [9, ec. 10]:
∗(s, y, z) = h(y, z) u(s) (65)
Las componentes físicas de la deformación del sólido pueden
gruparse en un vector:
∗ = {∗s ∗y ∗z 	∗sy 	∗sz 	∗yz}T (66)
Introduciendo las matrices de deformación B0 y B1, este vector
uede factorizarse del siguiente modo [9, ecs. 13 y 14]:
∗(s, y, z) = B0(y, z) u(s) + B1(y, z) u′(s) (67a)
0 = E0 h + E2
∂h
∂y
+ E3
∂h
∂z
(67b)
1 = E1 h (67c)
on:
0 =


⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 −1 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 0 0
0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ E1 =
1

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0
0 0 0
0 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (68a)
2 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
0 0 0
0 1 0
0 0 0
1 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥ E3 =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢
0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥ (68b)⎢⎣ 0 0 0
0 0 1
⎥⎦ ⎢⎣ 1 0 0
0 1 0
⎥⎦
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La densidad lineal de energía potencial en la viga se obtiene
como suma de la densidad lineal de energía de deformación más
el potencial de las densidades lineales de las cargas exteriores, y
admite la siguiente factorización [9, ec. 21]:
L(s, u, u′) =
1
2
(uTD00u + uTD01u′ + u′ TD10u + u′ TD11u′) − uTQ,
(69)
donde el vector Q(s) contiene las densidades lineales de cargas con-
sistentes con el modelo y las matrices que deﬁnen las rigideces
locales Drs vienen dadas por:
Drs =
∫
A
BTr C Bs  dA. r, s ∈ {0, 1} (70)
Introduciendo el siguiente vector de deformaciones generaliza-
das, asociadas a la hipótesis escogida [13, ec. 18]:
e = HTu + u′ (71)
en el que interviene la matriz H, o matriz de equilibrio local:
H = D01 D−111 (72)
es posible factorizar la densidad lineal, que es el funcional de
Lagrange del problema, como forma cuadrática de los desplaza-
mientos y de las deformaciones generalizadas [13, ec. 17]:
L(s, u, e) = 1
2
(
uT D̂00u + eTD11e
)
− uTQ (73)
La matriz de la forma cuadrática de los desplazamientos, o
matriz de acoplamiento entre variables estáticas y cinemáticas, es:
D̂00 = D00 − D01 D−111 D10 (74)
Los esfuerzos correspondientes al modelo adoptado admiten
una deﬁnición constitutiva [13, ec. 20]:
f = ∂L
∂e
= D11 e, (75)
que coincide naturalmente con la deﬁnición estática [9, ec. 31]:
f =
∫
A
BT1s
∗  dA =
∫
A
hT t∗ dA (76)
en la que s∗ = {∗s ∗y ∗z ∗sy ∗sz ∗yz} es el vector que agrupa las 6 com-
ponentes físicas de la tensión en el sólido (ordenadas de forma
consistente con e*), y t* es el vector tensión que actúa sobre los
puntos de la sección transversal. En el caso de la viga de directriz
contenida en un plano, t∗ = {∗s ∗sy ∗sz}.
A partir del funcional de Lagrange, se deduce el siguiente fun-
cional de Hamilton [13, ecs. 21 y 22]:
H(s, u, f) = 1
2
(−uT D̂00u + fTD−111 f) + uTQ (77)
Empleando las ecuaciones de Hamilton se obtiene el sistema de
ecuaciones diferenciales que gobierna la estática de la viga con la
hipótesis cinemática escogida inicialmente [13, ecs. 23 a 25]:{
u′
f′
}
=
[
−HT D−111
D̂00 H
]{
u
f
}
−
{
0
Q
}
(78)
Las variables estado u(s) y f(s) pueden agruparse en un único
vector estado E(s). De este modo, el sistema de ecuaciones se
expresa así:
E′ = WE − F (79)
Las soluciones linealmente independientes del problema homo-
géneo deﬁnen un operador fundamental (s), cuyo producto por
un vector de constantes de integración k determina la solución
general del problema homogéneo. Esta también puede expresarse
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ediante el producto del operador fundamental del problema de
alores iniciales, G(s), por los valores de la solución homogénea en
l origen [11, ec. 4.9]:
h(s) = ˚(s) k = G(s) Eh(0) (80)
onde
(s) = ˚(s) ˚(0)−1 (81)
La solución del problema de valores iniciales deﬁnido por la con-
ición de contorno E(0) = E0 es suma de la solución homogénea más
na solución particular del problema completo:
(s) = G(s) E0 − G(s)
∫ s
t=0
G−1(t) F(t) dt (82)
En el caso particular de piezas de sección y curvatura constante
e demuestra [11, secc. 4.2.3] que G(− s) = G−1(s). Por lo tanto:
(s) = G(s) E0 −
∫ s
t=0
G(s − t) F(t) dt (83)
Cuando la pieza está cargada únicamente en una sección s = sM,
l término independiente es FM y en el epígrafe indicado de la refe-
encia [11] se demuestra que la solución del problema de valores
niciales es:
(s) = G(s) E0 (84a)
(s) = G(s) E0 − G(s − sM) FM (84b)
Así pues, la teoría uniﬁcada proporciona un procedimiento sis-
emático de obtención de las variables (esfuerzos y deformaciones
eneralizadas) asociadas al modelo escogido, de las ecuaciones que
igen el problema correspondiente a dicho modelo y de las solucio-
es del problema de valores iniciales.ibliografía
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